
Semestre 2 1

Thème : – Séries numériques

Exercice 1

Soit ϕ une fonction numérique définie sur [n0,+∞[ et (un) la série définie par un = ϕ(n + 1) − ϕ(n).

1. Montrer que Sn =
n

∑

k=n0

uk = ϕ(n + 1) − ϕ(n0).

2. En déduire que la série (un) converge si ϕ admet une limite finie en +∞ ; cette condition est-elle

nécessaire ?

3. Montrer que ln

(

1 − 1

n2

)

= ln
n + 1

n
− ln

n

n − 1
. En déduire la somme de la série de terme général

ln

(

1 − 1

n2

)

4. Montrer que arctan
1

n2 + n + 1
= arctan

1

n
−arctan

1

n + 1
. En déduire la somme de la série de terme

général arctan
1

n2 + n + 1
.

Exercice 2

Soit un =
1

n(n − 1)
. Décomposer un en éléments simples et en déduire la convergence et la somme de la

série (un).
Mêmes questions pour les séries de terme général

1

n(n + 1)
;

−2

(2n + 5)(2n + 3)
;

1

4n2 − 1
;

−1

9n2 + 3n − 2
;

1

(n + 2) (n + 3)

Exercice 3

Soit x ∈ [0,
π

2
[ et un = ln cos

x

2n
.

1. Montrer que un est défini pour tout entier n

2. Soit ϕ(n) = ln sin
x

2n
. Montrer que ∀n ≥ 1, un = ϕ(n − 1) − ϕ(n) − ln 2

3. Soit Sn =
n

∑

k=1

uk. Montrer que Sn = − ln
(

2n sin
x

2n

)

4. Montrer que lim
n→+∞

2n sin
x

2n
= x.

5. En déduire que la série (un) converge et déterminer sa somme.

Exercice 4

Soit un = 2n ln
n − 1

n
et vn =

2n − 1

n − 1
1. Déterminer le domaine de définition des suites u et v.

2. Etudier les limites des suites u et v

3. Etudier la convergence des séries (un) et (vn).

4. Soit wn = un + vn. On admettra que un ∼ 1

3n2
; en déduire la nature de la série (wn).
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Exercice 5

Discuter la convergence des séries (an) avec an :

1

n + 4
;

n2

2n
;

2n

(2n)!
;

lnn

n3
;

1

4n
√

n
;

1

ln(n + 1)
;

n

n2 + 1
;

n!

100
;

1

n 2n
;

1

nn

(2n)!n2n

2nn!(3n)!
;

(n + 1

n)n!
√

(2n)!
;

(

1 +
(−1)n

n

)n2

Exercice 6

Etudier la convergence des séries de terme général :

3

√

1

nα
;

(

a +
1

n

)n

; n e−n ;
1

3 + 2n
;

1

4n + 7
;

n

n2 + 1

arctan n

1 + n2
;

lnn

n
; ;

1

n4 + n2 + 1

1

n3n
;

2 + cos n

n2
;

1

nn
;

arctan n

n
:

1

n!
;

√
n

n + 4
;

1
√

n(n + 1)(n + 2)
;

3n + 5

n 2n
;

1√
n + 9

;
3n + 1

2n

3n

n2 + 4
;

100n

n!
;

n!

en
;

n!

(n + 1)5
;

(ln n)n

nn/2
;

2n

n2
;

n

3n
;

(

n

2n + 1

)n

;
5n+1

(lnn)n

1

n

(

√

n2 + n + 1 −
√

n2 − 2n − 1
)

;
n!

nn
; cos

1

n
;

n2 + n − 2

n4 − 4n
;

nα

an
;

(

2n + 1

3n − 2

)n

Exercice 7

Etudier la convergence des séries de terme général :

(−1)n 1

n2 + 7
: (−1)n−1n 5−n ; (−1)n(1 + e−n) ; (−1)n e2n + 1

e2n − 1
; (−1)n 1√

2n + 1
; (−1)n−1n−2/3

(−1)n−1 1

ln(n + 1)
; (−1)n n

lnn
;

(−10)n

n!
;

sin
√

n√
n3 + 4

; (−1)nn sin
1

n
; (−1)n 21/n

n!
; (−1)n arctan n

nn

(−1)n n + 1

n
;

(−1)n

(2n − 1)3
;

(−1)n

n − lnn
; (−1)n sin

1

n

Exercice 8

Etudier la convergence des séries de terme général :

1. 1 − cos 1

n

2.
n!

nn

3. (−1)n sin
1

n


